CONJECTURE DE BLOCH ET NOMBRES DE MILNOR 

par 

Fabrice Orgogozo 



Introduction 

0.1. — Soient S = Spec(A) un trait henselien a corps residuel algebriquement clos, de 
point ferme (resp. generique) s (resp. 77), X un 5-schema plat, separe de type fini, purement 
de dimension relative n € N, et lisse en dehors d'un unique point ferme x de la fibre speciale 
Xg- On suppose de plus X regulier. Soit 

(0.1.1) x) = long^^^ ^\^x,s, ^x)x, 

le nombre de Milnor de X en x ([SGA 7 xvi 1.2]). 

Soient fj un point geometrique localise en ry, et I un nombre premier inversible dans ^5 ; 
le complexe des cycles evanescents sur Xg, note ^(F^), est concentre en a; et a coliomologie 
constructible. Pour tout F^-espace vectoriel de dimension finie M, muni d'une action continue 
de vri(?7,?7), on note dimtotM I'entier dimF,(M) + Swan(M). Dans [SGA 7 xvi 1.9], P. 
Deligne fait la conjecture suivante : 

0.2 Conjecture (n Deligne-Milnor z). — Sous les hypotheses precedentes, on a I'egal- 
ite : 

(0.2.1) KX/S, x) = (-l)"dim tot $(F^)^. 

Cette conjecture est demontree dans loc. cit. dans les trois cas suivants : 

- n = 0, 

- X/S presente une singularite quadratique ordinaire en x, 

- S est d'egale caracteristique. 



0.3. — Plus generalement, cette conjecture a un sens des que k{s) est parfait. Cependant, on 
ignore comment definir un second membre sans cette hypothese. Notons que, d'apres |[I1100|| , 
^(Fi) est concentre en degre n, de sorte que le second membre de D.2.1 est dimF^(^"(F£)^) + 
Swan($"(F£),). 
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0.4. — Soient S comme precedemment et X un 5-schema regulier, plat, separe de type 
fini, purement de dimension relative n, a fibre generique lisse. Soit 

Avt{X/S) = dim tot Rr(Xs, ^>(F^)), 

le conducteur d'Artin. Si X/S est propre, le complexe des cycles proches calcule la cohomologie 
de la fibre generique geometrique, et I'on a 

Avt{X/S) = x{X^) - x{Xs) + SwanRr(X^,F,). 



Dans |Blo87|, S. Bloch definit une classe de Chern localisee 

et fait la conjecture suivante : 

0.5 Conjecture (Bloch). — Supposons de plus X/S propre, on a : 



(0.5.1) 



Art(X/S) = (-l)"degc„+i^^(17i 



X/S) 



Cette conjecture est demontree par S. Bloch dans loc. cit. pour n = 1, et par K. Kato et 
T. Saito si Ton suppose que (Xs)red est un diviseur a croisement normaux ( [KSOlJ] ). 



0.6. 



Dans [ 11172 1, L. Illusie definit les derives du foncteur non additif A""*"^. Si Zx/s C 



Xg designe le lieu ferme de non lissite de / : X ^ S*, le complexe LA""^^i2^yg appartient 



a D 



^^^^(X)parf- La structure de schema (non necessairement reduit) sur I'espace Zx/s 



est 



explicitee dans la section suivante. D'apres T. Saito ( [|Sai88 |, 2.3 et [|SaiOO| , corrections), on 
a I'egalite 

fs: 



(0.6.1) 



nous 



ou X designe le compose Kx^{X) —>■ K{Xs) K(s) = Z. Le terme de droite de p.6.1 
permet de definir le second terme de |D.5.l| en supposant seulement que Zx/s est propre sur s 
et par la meme d'emettre la conjecture suivante : 



0.7 Conjecture. — Soient S et X comme dans \0.4 - Supposons le lieu Zx/s de non lissite 
de X/S propre sur s. On a : 



kTt{X/S) 



-iTxixxiy'^^'n'x/s). 



Nous verrons plus bas que c'est une generalisation commune de |0^ et |0.5| . Le resultat 
principal de cette note est le theoreme suivant : 



0.8 Theoreme. 
On en tire le 
0.9 Corollaire. 



La conjecture \0.3i se deduit de la conjecture \0.5. 
La formule de Deligne-Milnor est valable en dimension relative 1. 



0.10. — Nous verifierons dans la section suivante que la conjecture |0^ est equivalente a 
la conjecture dans le cas ou Z = {x}. En particulier, 0^ est equivalent a 0^ si X/S 
est propre et presente une unique singularite dans la fibre speciale. II serait interessant de 
generaliser I'enonce 0.5 en une demonstration de I'implication =^ 3.7. 
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1. Nombre de Milnor et classe de Bloch 



Les hypotheses sont celles du |0.4 . 

1.1. Description locale du lieu singulier. — Localement sur X pour la topologie de 
Zariski, il existe un S'-schema lisse P de dimension relative n + 1 et une iS-immersion reguliere 
i : X ^ P (cf. par exemple | KS01 |, §1). Pour simplifier I'ecriture, nous notons encore X un 
tel ouvert. La suite exacte en traits pleins 

(1.1.1) 0-^^x/p^i*^p/s^^x/s^O 

est aussi exacte a gauche. En effet, le faisceau -y^x/p est localement libre (de rang 1) par 
hypothese et I'exactitude a gauche est valable en restriction a la fibre generique X^, supposee 
lisse sur 77. L'image ^x du morphisme ^^x/p ®0x (^*^p/s')^ ~^ definit un sous-schema 
ferme 

e:Z^X. 

C'est I'ideal Jacobien ^x/s [^GA 7 VI §5]) abstraitement defini comme I'ideal de Fitting 
Fitt„(f2^^^). En particulier, il est independant du choix de P, ce qui resulte aussi de p^ . 
De la suite exacte 1.1. l|, on deduit la suite exacte : 

(1.1.2) ^x/p ®ffx i*^p/s ^ ^*^p/5 ^ ^x/s ^ 0- 

Par tensorisation avec le faisceau , localement libre de rang 1, on en deduit une suite 

exacte : 

(1.1.3) .A^x/P ^ffx ii*^P/s)^ ^ ^ ^V/l ii*^V/sy ^ 0. 
Ainsi, on a un isomorphisme 

(1.1.4) Gz = Gxl^x ^ ^% (^*f^p/5)\ 

1.2. Expression locale de T^/^ = Ext ^fl^jy/g' ^x)- — Plagons-nous dans un ouvert affine 
convenable de X, comme dans le paragraphe precedent. La resolution localement libre de 
permet de calculer le faisceau T^jg. En appliquant le foncteur Hom (— , ^x) a 1.1.1 , on trouve 
la suite exacte : 

{en'-p/.y ^ ^^V/p ^ Exti(17^/5, i^x) - 0. 
Tensorisant |1.1.3| avec -y^x/p^ °^ obtient un isomorphisme 

(1.2.1) T\^s = ^l^/l ^llP 

(1.2.2) = 02 ®ex 



V 



XI p- 
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Ainsi, a pour support Z, done est de longueur finie sur Gx,x si ^red = En 

particulier, si P = Ag+\ et G X = V[j) est une singularite isolee, on retrouve la definition 
usuelle du nombre de Milnor donnee dans [SGA 7 XVI §1] : 

fi{f) = long^ A[ti, • • • > ■ 

1.3. Complexes de Koszul et derives des puissances exterieures. — 

1.3.1. Rappels et notations. — Soient R un anneau local regulier, r un entier, et n = (ui, . . . ,Ur 
^ R une application i?-lineaire. Notons ei, . . . , e,. la base canonique de R^ et 

Kos^(n) : [0 ^ R' ^ > k^+^R'' ^ A^R'' ^ > i?*" A ii ^ 0], 

le complexe de Koszul usuel, oii R est place en degre et A^+^i?*" A^R^ est donne par 

fc+i 

X = A • • • A Ci^^-^ ^ XLU = '^{-iy~^u{ei^)ei^ A • • • A e^J" A Cj^^^^. 

i=i 

On a H'^(Kos'"(u)) = R/u{R'^), et le morphisme canonique Kos'"(u) R/u{R^) est un isomor- 
phisme si, et seulement si, la suite u est reguliere {completement secante dans la terminologie 
de Bourbaki |Bou80|| ), c'est-a-dire long^(i?/n(i?'')) < +oo si Ton suppose de plus r = dim R. 
Dualement, pour tout morphisme v : -R ^ i?*^, on a le complexe 

Kos^(^;) : [0 ^ i? A i?*- ^ > k'^R' ^ k^+^R'' > k'' ^ 0], 

ou R est a nouveau place en degre 0. 

Rappelons enfin la dualite de Koszul (cf. par exemple [[Eis95|| , 17.15) : Kos'-(n)^ ^ Kos^(u^). 



1.3.2. — Soient R et r comme precedemment, et 'tay : [R K^] un objet de ^^oh^R) (la 
categoric des complexes bornes superieurement de i?-modules dont les groupes de cohomologie 
sont de type fini), ou R est place en degre —1. 

1.4 Lemme. — Avec les notations precedentes, on a un isomorphisme dans D^j^ (ii) : 

Ik^'C^y) = Kos^{v)[r]. 



Demonstration. — D'apres I'isomorphisme de Quillen (cf. finT^ , 1.4.3.2), on a LA^('^, 



LF'' ("^i, [— 1] ) [r] , ou r designe le foncteur non additif h algebre a puissances divisees z (les 
tenseurs symetriques). II est demontre dans loc. cit., VIII. 2. 1.2.1 que si .if = [i? A i?*"], ses 
composantes etant placees en degre et 1, on a LT'^{^) = Kos^(a). Le lemme en decoule. □ 

On trouvera dans loc. cit. des resultats plus generaux : cas des complexes a composantes 
plates, etc. 

En particulier, il resulte de la dualite de Koszul que le morphisme canonique LA'''i^j; — > 
A^H*^(^^) est un isomorphisme si v est une suite reguliere. 



1.5. Globalisation. — 
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1.5.1. — Sous les hypotheses de 0.4, on a : 

1. I'ideal Jacobien est I'annulateur du ^x-niodule '^x^s- Par la suite, nous noterons 
e:Z^/s = y(AnnJ7J+i)--X. 

2. le morphisme canonique Lxjs 



x/s 



, ou Lx/s est le complexe cotangent defini 



dans [|I1172[| , est un isomorphisme (dans la categorie derivee adequate) 
3. on a un isomorphisme canonique 



XI s> 



XjS) 



(1.5.1) 

4. le morphisme canonique 
(1.5.2) 

est un isomorphisme si Zxjs est de dimension 0. 

Le premier enonce resulte de |1.1.4| . Le second est bien connu (cf. | KS01|| , §1.5) et justifie 
la definition que nous avons prise du faisceau T^^^ dans le paragraphe precedent. L 'isomor- 
phisme 1.5.1 est une globalisation de |1.2.1] , que nous laissons au lecteur. (Voir |KM76] pour 
la definition du determinant d'un complexe parfait.) Rappelons cependant que localement, 
avec les notations de 1.1.1 , on a det(r2^^g) = ^ ^xjp^ ■ Le dernier point resulte, par 

localisation, des calculs locaux precedents : LA"~''^il^^^ est acyclique hors du degre 0. 

1.5.2. — Pour memoire, signalons le resultat suivant. Soit le faisceau H^^Le*$7^^^ consid- 
ere dans HKSOIP . Sous les hypotheses de le complexe Le*il^^^ est (localement) isomorphe 





au complexe \e* jVxjp 



si bien que est (localement) isomorphe a e* J>^xiP- Le 

XjS- 



faisceau inversible localement isomorphe a e*c/K^yp, est globalement isomorphe a e*T^ 



2. Compactification 

Le resultat principal est le suivant : 



2.1 Proposition. — Sous les hypotheses de \0.% et si I 'on suppose de plus S complet, il 
existe un S -schema projectif et plat Y, purement de dimension relative n, lisse en dehors d'un 
unique point ferme y de la fibre speciale Ys, tel que les henselises stricts X(^) et Y(^y^ soient 
S-isomorphes. 



La demonstration fait I'objet des paragraphes 2.2 a 2.6. Dans le cas de la dimension rela- 



tive 1, un autre argument, du a M. Raynaud, est donne en 2.5 



2.2. — Comme X est regulier et que toute S-immersion dans un 5-schema lisse est reguliere, 
il existe un entier r tel que (X, x) soit Zariski-localement isomorphe a (y(f),0), ou f = 
{fii ■ ■ ■ 1 fr) est une suite reguliere de A[ti, . . . , tn+r] = ^[t] et {0} designe I'origine de A""'"''. 
On suppose desormais S complet, X = V{{) et x = 0. Notons m (resp. m) I'ideal maximal 

en I'origine de A[t] (resp. du complete A|t]) et rrvx (resp. mx) I'image de m dans R =^ ffx,x 
(resp. I'ideal maximal de ^x,x)- Enfin, supposons ^ = fi{X/S, x) > 0. 



2.3 Lemme. — Sous les hypotheses de \2.l\ il existe un entier Xx,x tel que pour toute suite 
g = {gi, . . . , gr) de A[ti, . . . , tn+r], satisfaisant les r relations de congruences gi — fi ^ m'^^'^, 
les deux schemas strictement locaux l^(g)(o) e.t X(^x) soient S-isomorphes. 
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La demonstration se coupe en deux : une partie formelle et une de descente aux 

henselises. 

2.4 Lemme (Suffisance des jets). — Pour tout r-uplet d'elements g G ^[tj*^, satis- 
faisant f — g G (rfi^'^)'', il existe x = (xi, . . . ,Xn+r) dans ^It]"^*", tel que x = t mod et 
g(x) = dans yl|t]/(f). En d'autres termes, il existe un A-isomorphisme tangent d I'identite : 
^|t]/(g) ^ ^It]/(f), defini par ti ^ x,. 

Notons f I'application lineaire A[t]""'"'' — > A[t]'', definie par les derivees partielles Par 
hypothese, le nombre de Milnor 

/i = long^i?7lm(f;^)>l, 

est fini (cf. |1.2D , oil designe f <SiA[t] (De meme, nous noterons f/j I'image de f dans , 
etc.) Ainsi, {m'^RY C f^i?""'"''. On en deduit, pour tout c e N, I'inclusion de sous-i?-modules 
de i?^ : 

{m^^^'^RYcf'niim'kRr+n (*c). 

Remarquons que si g € satisfait les congruences f/j — g_R, G (m^^^)^, I'inclusion (*o) est 

encore valable avec gR a la place de f/j. Considerons g G ^[t]*^ tel que g — f G (m^'^)'' comme 
dans I'enonce et tachons de verifier les conclusions de |2.4 Soit e G R"'~^^' ; la formule de Taylor 
pour g s'ecrit : 

gR(tfi + £) = g/?(ti?) + g^ • £ + (termes quadratiques en e). 

En particulier, d'apres (*2^j), on pent trouver ejg] G (m^i?)""'"^ tel que g^ • ep] = ffi ~ Sr- La 
formule precedente montre qu'on a alors gR(t/j + £[9]) = g/j + ^[i]) ou a[i] G (rh^i?)"^''. La 
fonction g[o] =^ gi?(ti? + ep]) satisfait les inclusions (*c), pour le meme fi, car on a g/j — gp] G 
(rh^)'' C {m'^'^Y ■ P^i' recurrence, on construit de proche en proche, une suite elements 



em G (mJ'+^^''i^)"+^ i > 0, telle que 



g[j] =^gi?(ti? + £[0] H ^ = g[i-i](tiJ + '^[j])) =fi? + a[j+i], 

oil a[j+i] G (rhj^ i?)^. L'anneau i? etant complet, on peut considerer 

00 

i=0 

On a g_R(t/j + e) = {R{tji). Done, si e G (rh^)"^'' releve e, alors x = t + e verifie les conditions 
de O. 



Algebrisation. — Montrons que I'entier Xx,x = 3/i de convient pour Soit 

-B = A[ti, . . . , tri+r]m'^'*/ (/l, ■ ■ ■ , fn) = R^'^ 

par hypothese les equations 51 = • ■ ■ = = ont une solution dans B. Comme B est 
I'henselise du localise d'un schema de type fini sur un trait complet done excellent, on peut 
utiliser le theoreme d'approximation de M. Artin. Ainsi, il existe des Xi,l < i < n + r, congrus 
aux ti modulo tels que g(x) = dans B. On peut done definir un ^-morphisme ip : 
^[t]m''*/(g) par ti I— > Xi. Le morphisme (p induit sur les completes est un isomorphisme ; 

le morphisme est done etale et, finalement, un isomorphisme. 
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2.5. — Soient X, n, et \x,x = ^ comme precedemment. Le probleme etant local au voisinage 
de X sur X pour la topologie de Zariski, on peut supposer qu'il existe un entier r et un S- 
module S ^ G'^'^"^ tel que X soit isomorphe a un sous-schema ferme de V(<f), defini par 



S'-morphisme f : ^ satisfaisant les hypotheses de 2^. D'apres 2^, on peut supposer 

que f est a valeur dans 

s(<f)<A = ^5e---©s^(<f). 

Nous noterons f = f ®a k, et plus generalement par une barre — toute reduction dans k. 
Remarquons qu'il est important de ne pas choisir immediatement d'isomorphisme T{S,S') — > 
^n+r Qgjg^ simplifie les calculs qui vont suivre. (Je dois cette remarque a Luc Illusie.) 

Pour tout morphisme a : ^ et pour tout entier z G N, notons la composante 

homogene de degre i de a et at-*! = al'^1 + • • • + aW sa partie de degre inferieur a i. Posons 
S' = ffstQ et = P((f ). Si a est un morphisme S((f)<A+2, notons a = al^+^l + 

toaW+^ H h to'^^aM. Enfin, notons : >^(a) ^ 5 le 5-schema projectif y(a) ^ P^, 

ei y = (1,0^) G (P(f)s : c'est I'image de x par I'immersion composee X ^ V((o') ^ P^. 



Remarquons qu'en vertu de si a : i^^. ^ S((o')<a+2 a pour A-tronque f , les henselises stricts 
y(a)(y) et sont automatiquement S'-isomorphes. On cherche a tel que ^(a) satisfasse les 
autres conditions de c'est-a-dire les hypotheses de lissite et de dimension relative hors de 
y. II suffit de les verifier en les point fermes de la fibre speciale (privee de y). En effet, si elles 
sont satisfaites en ces points, le schema ^(a) sera regulier en tous les points fermes de ^'(a)^. 
Comme le lieu reg(y(a)) des points reguliers est ouvert (cf. EGA IV. 6. 12. 6), cet ouvert contient 
necessairement toute la fibre speciale et, par proprete, on a I'egalite reg(y(a)) = l'(a). De 
meme, le morphisme ^(a) S est aussi plat car il est plat en tous les points fermes de la 
fibre speciale et son lieu de platitude est ouvert (cf. EGA, iv.l 1.1.1). La fibre generique est 
lisse : tout point de 1^ est generisation d'un point ys de Ys. Si ys est different de y, la 
lissite est evidente par hypothese tandis que s\ ys = y cela resulte du fait que Ton a suppose 



Spec(i^x,x) — {x] essentiellement lisse sur S. Finalement, pour demontrer 2^, il nous suffit 
de demontrer la proposition suivante : 

2.6 Proposition. — // existe un morphisme a : — > S((f)<A+2 tel que a^-'^^ = i et 
y(a) Xs s soit lisse de dimension relative n hors de y. 

Considerons le 5'-schema T = V( Hom (^^, g^+^f^f) © S^^'^{S)y), parametrant les mor- 
phismes a : ^ S((f )<a+2 tels que a^-'^] = f . Enfin, considerons la variete d'incidence 
M = {(2, a) I z G y{si), non lisse de dim. rel. n en z} ^ (P^ — {y}) T, 

sa structure de schema est precisee plus loin, a I'aide du critere Jacobien. Elle est naturellement 
munie de deux projections : M — > et p2 ■ M ^ T. La proposition precedente est une 
consequence immediate du lemme suivant : 

2.7 Lemme. — Pour tout z G (P<?)s, z ^ y, on a dim p'^^{z) = dim Tg — n — r — 1. 

En effet, on aura alors dim Mg < dim Tg — 1 et finalement dvm. p2{Ms) < dim Tg. En 



particulier, on aura p2{M{k)) 7^ T{k), ce qui demontre en relevant arbitrairement un 
element de T {k)\p2{M {k)) . 

Demonstration. — Soit z comme dans I'enonce. Pour demontrer le lemme, on peut choisir un 
isomorphisme S' — > ^sto®- ■ ■(B&s'tn+r tel que z G (P<r)s P"^^ (resp. y) soit de coordonnees 
(0, 0, . . . , 0, 1) (resp. (1, 0, 0, . . . , 0)). Cela resulte du fait que z est suppose different de y. II 
est equivalent de se donner a dans T{S) (resp. dans T{s)) et, pour chaque i G {1, . . . ,r} et 
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chaque suite (finie) a G N""*"^ de somme \a\ € {A + 1, A + 2}, un element Ca,j,Q dans A (resp. 
dans fc). A une telle famille de coefficients, on associe a = (ai, . . . ,ar), ou 

o-i — ("O H\,i---i , J ~r / <^a,i,a i^q ''1 ' ' ' ''n+r 
tn In — s .. ^ 

^ l-|€{A+i,A+2} 

(resp. la meme expression avec fj a la place de fj). Considerons maintenant a G 
Necessairement, pour chaque i G {1, . . . ,r}, le seul monome mo(t) qui ne soit pas nul evalue 

en z est celui pour lequel a = (0, 0, . . . , 0, A + 2) =^ /?. La condition z G Y{a.) s'ecrit done 
gj(zo, zi, . . . , Zn+r-i, 1) + Ca,i,/3 = 0, pour chaquc i G {1, . . . , r}. Plagons nous dans I'ouvert 
affine tn+r 7^ de P""'"''" ; il contient z par hypothese. Notons tQ,t[, - ■ ■ , t^+^-i les coordonnees 
affines deduites de to,..., tn+r (ainsi, t'^ = j^)- Pour i G {l,...,r}, calculons la derivee 

partielle -— en z dans ces coordonnees. Elle vaut : 
dt'o 

n+r zeros 

^ — V ' 

Xi,0 

ou 7 G N""'"'' est la suite (0, . . . , 0, A + 1). En effet, pour que la derivee partielle par rapport 
a du monome t'^'^'^ • • • t'^^^^1^ soit non nulle evaluee en (0, . . . , 0), il faut que ai = 

■ ■ ■ = On+r-i = et |a| = A + 1. Pour = 7 cette derivee partielle vaut 1. Si maintenant j 
est un indice dans {1, . . . , n + r — 1}, on a de meme : 

|^(0,...,0) = ^(0,...,0)+Ca,,^(,), 



J J 



7O) € N"+'' est definie par 7(j)i = 1: 7(j)« = pour u ^ {j,n + r}, et |7(i)| = A + 2. 
On peut noter qu'avec ces conventions, on a I'egalite Xi,j = pour tons les couples 
consideres. Cela resulte du fait que t'g divise tons les gj. Rappelons que si a G T{s), et 
z G y(a)(s), le morphisme ipa est lisse de dimension relative n en z si, et seulement si, le 
rang en z d'une matrice Jacobienne des Sj (dans une carte affine quelconque contenant z) est 
egal a r. Finalement, la condition a G est definie par I'intersection du sous-espace affine 
Lz de codimension r de Tg d'equations gj(0, 0, . . . , 0, 1) + Ca,i,/3 = (z G {l,...,r}) et du 
sous-schema de Ts d'equations les mineurs r x r de la matrice 

^ Ca^lj'y ■ • • Ca,r,7 ^ 

'^a.l:7(l) ■ ■ ■ '^a,r,7(l) 

\'^a,l,7(n+r~l) ' ' ' ^a.,r,-f(n+r — l)/ 

Comme les suites 7,7(1), i G {1, . . . , n + r — 1} sont distinctes, le sous-schema Min defini 
par I'annulation de ces mineurs est de codimension n + 1 dans I'espace affine Tg (cf. par 
exemple |[Art76| ). De plus comme ces suites sont differentes de /3, I'intersection de Min avec 
le sous-espace affine Lz est transverse. Ainsi, codimr^(M2) = r + (n + l), d'ou le resultat. □ 
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2.8. Le cas de la dimension relative 1. — Voici rargument de Michel Raynaud qui 
permet de demontrer directement 2A. dans le cas des courbes. Supposons X/S afRne (et S 
complet). Notons Y = Xg la fibre speciale. Comme c'est une courbe, il existe une compact- 
ification Z de projective, et lisse hors de x. Le s-schema Z — {x} est affine et lisse done 
(cf. [SGA 1 III 6.8]) il existe un 5-schema formel afRne et lisse ^ dont Z — {x} est la fibre 
speciale. L'affine Y — {x} admet un unique relevement formel sur S. II est naturellement 
muni d'immersions ouvertes ^ et ^ X. On pent done recoller ^ X \e long 

de : le schema formel ^\[a/^X est une deformation plate de Z, done propre sur S et 
s'algebrise (cf. [SGA 1 III 7.2]) en un schema X' sur 5 propre et lisse hors de x sur S, qui est 
formellement, done localement pour la topologie etale (cf. ^^), isomorphe a X en x. 



3. Demonstration du theoreme 0.8 



Commengons par remarquer que pour demontrer la conjecture p.2| , on peut supposer S 
complet. II est bien connu que le terme etale est invariant par une telle extension S ^ S 
(cf. [SGA 4| Th. Finitude 3.7]). L'egalite ijl{X/S, x) = n{Xg/S, x) resulte de I'isomor- 
phisme = ^Zs ®es ^5' dans les notations de |1.2.1] . Ceci etant, on peut supposer 



d'apres 2.1, que XjS est propre car les deux termes de l'egalite a demontrer ne dependent que 
de I'henselise (strict) en x. D'un cote on a inconditionnellement, 



X(^,LA" 

tandis que la conjecture de Bloch predit que 

X(X,LA"+If)i ) = (-l)"Art(X/5) 



-l)"dim tot$(F^). c.Q.F.D. 
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